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1. TRASLACIÓN DE EJES: 


A la operación de mover los ejes coordenados en el plano a una posición diferente, de manera que 
los nuevos ejes sean paralelos a los ejes anteriores y dirigidos en el mismo sentido, se llama 
traslación de ejes coordenados. 

Y Y 


—Á——— Á (x; y) Se deduce que las ecuaciones de traslación son: 


ДЭН TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 


1.1. TRASLACIÓN DE EJES (Demostración) 
T 


Del gráfico: 
x=x+h 


y=y +k 


ше TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 


1.2. EJEMPLO: 


Se traslada el origen de coordenadas al punto O’(2 ; 3); determine en este nuevo sistema las coordenadas 


de los puntos (4; 3), (-1 ;-3), dados el sistema original xy. 


x —4—2 
A(4; 3) 


А'(2; 0) 
y =3-3 


0'(2; 3) 


х= тел 
В(-1;-3) ---- В(-3;-6) 
y =-3-3 
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1.3. EJEMPLO: 


Se traslada el origen de coordenadas al punto O'(-4 ; 5); determine en el sistema original xy, las 
coordenadas de los puntos (-3 ; 1), (4 ;-2), dados el sistema ху” 


h=-4 
0'(—4;5) 
k=5 


х= —3 + (-4) 
А'(—3; 1) А(—7; 6) 
y=1+5 


x = 4+ (-4) 
B'(4; -2) — — B(0;3) 
y=-2+5 
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¿Qué punto debe seleccionarse como nuevo origen para transformar la ecuación 9х? — 4y? + 18x + 16у + 29 = 0 
en una nueva ecuación sin términos lineales? 


Resolución: 
H: 9x? — 4у? + 18x + 16у + 29 = 0 
94: 9(x? + 2x +1) — 4(у? — 4y +4) = –29 +9 -16 


(y-2? +D 
We wg ча c 


Centro en: C(—1; 2) 
H:9(x + 1)? — 4(y - 2)? = -36 
—36 —36 —36 


06-24 &+D°_ 
9 47 


2 0'(—1;2) 
H 1 
о” (к) 


Ж: 
9 4 


Рага que la ecuación de la Hipérbola no tenga términos de 
primer grado, entonces debe ser la ecuación de una 
Hipérbola canónica. 


y-k? (x-h) GO" EF 
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1. Al simplificar la ecuación dada: x* – 2y*+ 6x + Фу +7 = 0 trasladando los ejes coordenados a un nuevo origen ubicado 
en (—3;1), se obtiene: 


Resolución: х=х th A y=y +k 
х=х +(-3) A у=у +1 
x? — 2y7+6x+4y+7=0 
(x' — 3)?-2(y' + 1)? + 6x' — 3) + 4(y' +1) +7 = 0 


x^ — 6x + 9 – 2у'? — Ay" — 24+ 6x — 18 + Ay' + 44% = 0 
х2-2у%-0 


„x“ = 2y'“ 


CLAVE: E 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


2. Mediante una adecuada traslación de ejes, expresar x*+xy+y*—7x—8y+18=0 en otra ecuación que no contenga 
términos de primer grado. Asimismo, Calcule las coordenadas del nuevo origen. 


Resolución: 2 | yy фу2 _ 7х _ Ву+ 18 = 0 

(x --h)? + (x'"+h)(y'+k) + (y'-k)* —7(x' +ћ) – 8(y'+k)+18 = 0 

x'2 + 2hx' + h? + x'y' + kx’ + ћу + hk +y’? + 2ку +k%-7x' — 7h — ву - 8k + 18 = 0 

x? + y? + (2h +k- 7)x' + (ht 2k — 8)у + ху +h? + hk + k2-7h — 8k + 18 = 0 
Término lineal de x' Término lineal de y' 


si la ecuación debe carecer de términos lineales, entonces los coeficientes de x' e y' deben ser ceros, es decir que: 


Маг ons CLAVE: E 


2h+k-7=0 y h+2k-8=0 | x24y24xy +h? +hk+k?—7h — 8k + 18 = 0 

k= 7—2h п-8-2К | — x? ty + xy + (2)? + (2)(3) + (3):—7(2) - 8(3) + 18 = 0 
k = 7 — 2(8 — 2k) | «x? + 2 4 gy" —1=0;0'(2;3) 
k=4k-9 ЭЭ мэн 


~ 
>, 
PITAGORAS 
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3. Determine la ecuación еп la que: ax + by + с = 0, se transforma al sistema X'Y', si el origen es trasladado al punto 


Р (b.n; —a.n — +) 


Resolución: 


x=x' +h A у=у +k 


х= x' + bn у=у -an-c 


ax+by+c=0 
a(x’ + bn) + b(y’—an-~) +c=0 
b 
ax’ + abn + by’ – арт – с + с = 0 
„ах + by’ = 0 


CLAVE: В 
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11. Por una traslación de ejes, reduzca la ecuación: x*y — 8x* + 8xy — 64x + 16y —129 = 0 a una ecuación que no contenga 
términos ni de segundo grado ni de primer grado. 


Resolución: 


CLAVE: B 
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12. Mediante una traslación de ejes, reduzca la ecuación: 3x*-4y*+12x+8y-4=0 a una forma más simple. 
Resolución: 


CLAVE: A 
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13. Mediante una traslación de ejes se eliminan los términos lineales de la ecuación xy+ax+by+c=0. Si la nueva ecuación 
de la curva pasa por el origen de coordenadas x у, calcule a.b-c. 


Resolución: 


CLAVE: C 
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2. ROTACIÓN DE EJES: 


Si los ejes se giran un ángulo 0 alrededor de su origen como centro de rotación y las coordenadas 
de un punto cualquiera P antes y después de la rotación son (x; y) y (х; y”) respectivamente 
I. Las ecuaciones de transformación del sistema original al nuevo sistema son: 


П. Las ecuaciones de transformación del sistema rotado al original son: 


T 


Шэн TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS 


2.1. ROTACIÓN DE EJES (Demostración): 


y Ға Р(х;у) Ре! grafico: 
! P(xy) ., x—x'Cos0— у'Ѕеп ^ y-y'Cos0 + x'Sen0 
4 у Send 
кел | 
ы” | y! Y Coso 4. , X'Cos0—-x y-x'Sen0 
РМ І y o o 
p 9; Send Со50 
O” > y 
| | x'Cos?0 — xCos0 = ySen8 — x’Sen?® 
|  x'Sen0 
! x’ = хСо$Ө + ySen® 
= < : - X Reemplazando: 
(X = | , (хСозӨ + ySen® )Cos0 — x 
x'Cos0 ——3 a + 
,  X(-Sen*0) + ySen@Cosé 
i Send 


y = yCos0 - xSenO 
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2.3. EJEMPLO: 


Se rotan los ejes xy un ángulo de 45°; determine en el nuevo sistema las coordenadas de P(3 ; -5) 


x’ = 3Cos45° + (—5)Sen45? y' = (—5)Cos45° — 3Sen45° 
, 3/42 542 , —552 342 

77754 3» p 2 

x! = —42 у' = —4V2 


Ё Р(-У2; -442) 
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2.4. EJEMPLO: 


Mediante una rotación de 120° se obtiene el nuevo sistema x’y’; determine en el sistema original las coordenadas de 
P(2; -2) dado el sistema x у. 


ra бо 2 о 
x=Z y --2, 0g = 120 
х = 2Cos120* — (—2)Sen120° y = (—2)Cos120? + 2Sen120° 


epe alae 
x=V3-1 y=v3+1 
> P(V3— 1; V3 + 1) 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


3. ECUACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO: 


Dada una ecuación de la forma: 


| Ax? + Bay + Cy? + Dx + Ey +F = 0) (80) 


La ecuacion representa un lugar geométrico. 


Si: A= B* — 4AC 


Cónica Degenerada Casos excepcionales 


A< 0 Elipse Un punto Ningún lugar geométrico 
A= 0 Parabola Dos rectas paralelas, Dos rectas coincidentes Ningún lugar geométrico 


A> 0 Hipérbola Dos rectas secantes 


~ 
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3.1. ELIMINACIÓN DEL TÉRMINO xy: 
a)METODO TRIGONOMÉTRICO: 


Ecuación general: 


Para eliminar el termino xy se aplican las ecuaciones de rotación: 


Sustituyendo en la ecuación general y simplificando se deduce 
que para eliminar ху” se debe cumplir: 


А-С 
Cot20 = E (0: agudo) 
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Mediante una rotación adecuada dicha ecuación se transforma en otra de la forma: 


АХ? + Cy + D'x' -E'y' + F' = 0 


Como puedes observar no aparece el termino x’y’, escrita la ecuación de esta manera es más facil, 
determinar que lugar geométrico representa. 


У 
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4. Calcule la medida del ángulo de rotación necesario para transformar ecuación L: x+V3y=2 en otra cuyo ángulo de 


CH | . зт 
inclinación en el nuevo sistema mida T rad. 


Resolución: 31 Созб + У35еп0 
L:x + V3y -2 =0 un S 0 

Ш Cos8 + V3Sen8 

m V3Cos8 — Зепд 


V3Cos8 — Send = Cos0 + У35еп0 
(УЗ — 1)Cos0 = (УЗ + 1)5епд 


x —x'Cos0— y'Seno ^ y= у Созбд +х Зепд 


L: (x'Cos0 — y'Sen0) + V3(y'Cos0 + x'Sen0) — 2 = 0 


03-1) (У3-1) 
L: (Cos + МЗ5епд)х' + (У3Сов0 - Sen0)y' —220 Тапд = (УЗ +1) x (V3 - 1) 
Tan0 = 2 – v3 
п 


CLAVE: А 59512 
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5. Dada la figura adjunta, determine la ecuación de la elipse en el sistema xy 
Resolución: 


x’ = xCos0 + ySen® 


x’ = xCos30° + ySen30° 


y = yCos0 — xSenO 


y' = yCos30? — xSen30? 


, X3 +y , УУ3-х 
x^? y^ 
602233: ^1 


E:4x'? + y? = 16 


2 2 
хуз + 3=X 

4 ay + yv3 = 16 

2 2 

Зх? + 2У3ху + y? 3y? — 2V3xy + x? 

(8% %2У3у ty") | (Зу? -243xy +x") 2 

4 4 
= €:13xž + 6V3xy + 7y? – 64 = 0 


CLAVE: C 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


6. Indique la naturaleza de la ecuación cuadrática: 8x?-4xy+5y*+20=0 
Resolución: 
Ec: 8x? — 4xy + 5y* + 20 = 0 


x = x'Cos0 — y'SenO 


Sr 


A= B? — 4AC ES cs | о 1279 127 
A= 42-485 | В | X = x Cos — у Sen 5 
= | — x’ — 2y' 
A< 0 > €lipse | | 
кай | — cotza => | 
| MEM 
> Ningún lugar geométrico | y = y Cos0 + x Send 
| > 20 = 127 | ЖЕУДІ 
| y = y Cos x Sen 
| _ 127° | 2 2 
| ын 2 y t2x 
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_x-2y |y + 2x’ 


8x? — 4ху + 5у? + 20 = 0 x 


J/5 2 XE 


2 2 
y= 2y' x = 2y' у' + 2x’ у' + 2x’ 
V5 V 5 V 5 V 5 


4. 
= (x? — 4х'у' + Ay'*) == (2x'* — Зх'у' — гу) + > (ах + 4x'y' + у“) +20=0 


4x'* + 9y’2 = —20 


-. Un conjunto vacío 


CLAVE: E 


7. Por una transformación de coordenadas la ecuación: 5x? — бху + 5y? — 4/2x — 12V2y + 8 = 0 


Se transforma еп (x”)*+4(y”)*=E. Determine el valor de E 
Resolución: 
5x? — бху + 5y? — 4/2x — 12/2y - 8 = 0 


x — x'Cos45? — y'Sen45? 


А — | | HN 
Cot20 = —— | | A= (—6)* — 4.5.5 

B ! Е х! И y! 

9-5 | ono ! BA<0. + Elipse 
- Cot20 = —— | 
IS | y = y'Cos45? + x'Sen45? | 
- 26 = 90° | | 
! у' Tx ! 
о ! > = ILL 


м 


"noms TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


5x? — бху + 5y? — 4/2х — 12V2y + 8 = 0 x= 2 y = 


! ı\ 2 ! ГА ГА ГА ГА ı\ 2 ГА ГА ГА ГА 

X —y X —y үүх ty X ty X —y X ty Ш 
| /2 | sl /2 1 /2 )+5( /2 ) dl 2 )- га Z )+8=0 
5 

AOS ERAS -y)x фу )— 40 –у') – 12(х + y') +8 = 0 


> [22 + у'2)] – 3(x'* — y'^) — 4x' + 4у' – 12x’ - 12у' +8 = 0 
2x"? + 8у'? — 16x’ - ву +8 = 0 


сл 


2 
— 8x' +4? + (y? -у +($ ))=-4+1641 


2 
1 
ЕТЕП er) = 


М " 1 Ж (ж'')2 E 4(у” Y — 13 
^2 CLAVE: E 
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TRASLACIÓN Y ROTACIÓN DE EJES 


Si se trasladan los ejes coordenados a un nuevo origen O'(h;k) y enseguida se hace 
una rotación (0) en torno а O”, y las coordenadas de cualquier punto P antes у 
después de la traslación y rotación son (х;у) y (x y"), respectivamente, las 
ecuaciones de transformación del sistema primitivo al nuevo sistema de coordenadas 


O Viceversa son: 


x = x" cos(0) — y"sen(0) +h x" = (x — h)cos(0) + (y — k)sen(0) 
у = x"sen(0) + y" cos(0) + К y" = —(x — h)sen(0) + (y — k)cos(0) 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


14. Calcule un ángulo de rotación, tal que la ecuación 2y+x—9=0 se transforma en otra que no contenga x’. 


Resolución: 


CLAVE: D 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


15. Dado el punto P, en el plano cartesiano XY, determinado por P(Sen(0);Cos(0)). Si el sistema se rota un ángulo de 
medida Ө si 0<0< 11/2, halle las coordenadas de P еп el nuevo sistema. 


Resolución: 


CLAVE: E 
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16. El eje de coordenadas se ha trasladado al punto 0' (—1;2) y los ejes coordenados han girado un ángulo 0 = arcTan (=) 


las coordenadas del punto P(2; —3) estan determinadas en el nuevo sistema. Hallar las coordenadas de este punto en el 
sistema de coordenadas rectangulares. 


Resolución: 


CLAVE: A 


TRANSFORMACION DE COORDENADAS 


17. El origen de coordenadas se traslada al punto (3;2) y luego se hace una rotación de 45°.Calcule en este nuevo sistema 
las coordenadas de P(10;5) dado en el sistema original. 


Resolución: 


CLAVE: B 
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1. DEFINICIÓN: 


El sistema de coordenadas polares consiste de una distancia y la medida de un ángulo respecto de 
un punto fijo y una semi recta fija. El punto fijo se llama el Polo u origen y se denota por “0”, la semi 
recta fija se llama Eje Polar que denotaremos por OA y se gráfica horizontalmente y a la derecha. 


————_—————4 
El Polo Eje Polar 


um COORDENADAS POLARES 


Sea P un punto distinto del polo “0” y € el ángulo en radianes cuyo lado inicial es OA y su lado 
terminal OP. Entonces: si r es la distancia dirigida desde “О” a "P" (r = |OP|) un conjunto de 


* 


a 
.., 
ta 
б 
+ 
+ 
ғ. 
+ 
. 
. 
б 
. 
. 
б 
. 
%e 
. 


. 
Phos 
• 
. 
• 
.. 
б 
+ 
• 
• 
• 
б 
• 
б 
+ 
• 
+ 
2 
• 


> 


eT ams COORDENADAS POLARES 


Convención: sir>0,el punto P está en el lado terminal del ángulo Ө. 


Sir « 0, el punto P está en la prolongación del lado terminal del ángulo 0. 


Sir = 0, el punto P está en el polo. 


b WE 4 x 
/ A Ч 


M 
MX 

/ 
= 


um COORDENADAS POLARES 


2. RELACIÓN ENTRE COORDENADAS POLARES Y RECTANGULARES: 


Suponiendo que el polo de un sistema de coordenadas polares coincide con el origen del sistema 
cartesiano y el eje polar coincide con el eje x en sentido positivo. 

Luego cualquier punto P del plano tiene por representación en coordenadas polares P(r;0) y 
cartesiana P(x; y). 


Y En el AOAP se tiene: Tan0 = 2 -> Ө - агсТап (2) 
r? =x? +y? > г= pe у 
X 
Со5д =- > 
r 


eDetermine las coordenadas rectangulares del punto P, cuyas coordenadas polares son (+ 


2m 
3 


Eje Polar 3 5 
1 3 

-4|-- = Ты 

Х 2 y 4 2 


EA Р(-2; 2/3) 


5л 
eDetermine las coordenadas rectangulares del punto Р, cuyas coordenadas polares son (-52 23 


5 
P -5/2,77 


+ 
+ 
» 
б 
» 
+ 
» 
• 
» 
О 
• 
> 
» 
» 
* 
* 
s .. О 
. . 
... а ” 
. . 
• . . 
* . 
.. LA A 
• б О 
. М 
+ б 
+ 
+ 
+ 


3 5 ST 
фи р х = -5У2Сов-4- y= —5\/25еп-—- 


70... 


1 1 
| х--5У2(--- --5У2|--- 
Eje:Polar v2 й У2 
| x=5 y=5 


- P(5; 5) 
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3, ECUACION POLAR DE UNA CONICA 


_ dPF 
e = арг; 


Е r 
a d — гСо50 
ed — erCos0 = г 


ed = r(1 + eCos0) 
| ed 
Eje Polar Г----- 

1 + eCos6 
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3, ECUACION POLAR DE UNA CONICA 


“р dPF 
e = арг; 
r 
E d + rCos0 


d + rCosO P(r; 0) 
e 


ed + erCos0 =r 
ед = r(1 — eCos0) 
ed 
у === 
1 — eCos0 


3, ECUACION POLAR DE UNA CONICA 


Lp 


Eje Polar 


_ dPF 
e = арг; 


r 


ME d — rSenO 


ed — егЅепӨ = г 
ед = r(1 + eSen6) 


Ш ed 
= 1 + eSenO 


dPF 


e = арг; 
Е r 
ME а + rSenO 


Eje Polar 
ed + erSen8 =r 


еа = r(1 — eSen6) 
ed 


І 
l 
І 
| 
І 
l 
! C= == ETE 
! 1 — eSenO 
| 
Ly 


> 


3. ECUACIÓN POLAR DE UNA CÓNICA 


Р —  ,Semilado recto 


Si la cónica es horizontal r = —————— 
1 + еСо50 


Excentricidad 


Р — Ѕетіайо recto 


Si la cónica es vertical (ш--ш---- 
1 + ебеп0 


Excentricidad 


Observación: e<1- Efipse 
= 1 > Рата bota 


e>1>Hiperbota 
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+: £p está a la derecha del Polo 


—: Lp está a la izquierda del Polo 


+: Др está por arriba del Polo 


—: Lp está por debajo del Polo 
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8. Se tiene la ecuación polar de una cónica 3r—5=4rSen(8) ¿Qué cónica representa dicha ecuación? 
Resolución: 


3r— 5 = 4rSenO 


3r — 5 = A4rSenO 
r(3 — 4Sen0) = 5 


yx y? y 


5 | 
"= 3 — 4Sen0 9r? = (Ay +5)? 
? | 9(x? + y?) = 16y? + 40y + 25 
- 3 9x? — 7y? — 40у – 25 = 0 
^4 4 
1 с | 
e | 
-е>1 | 
л Hipérbola | 


CLAVE: A 


> 
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9. Calcule el área, еп u?, de la región interior a la curva polar C4:r—4 y exterior a la curva C,:r=2Cos(®). 


x? — 2x+1% y? = 0+1 
(x - 1)? + y? = 12 


Resolución: | y 
C r= 4 | 
= | 
x2 + y? = 42 | 
C,:r = 2С060 | 
2 =2rC0s0 | : 

шан | л 15nu? 

х y^e 2x 


CLAVE: E 
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10. Sea la ecuación polar de la cónica: r = 


2 + 3Cos0 
Calcule la longitud де Ја cuerda focal que forma un angulo de medida 60° con el eje focal. 


Resolucion: 


КІСІШЕ 


C=m>+n шаг 
2mn 
d = 2 > 2mn = едас > 2mn = fC 
4mn = (LR)C 
n-m 
E 2 Cosa =—— > n- т = еССоѕа 
n — m 

: m Legendre: (n+ m)? — (n— m)? = 4nm 
4 (C)* — (eC. Cosa)? = LR.C 

E Ir, ees 


1 – e2Cos?a 
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10. Sea la ecuación polar de la cónica: r = 2 + 3Cos8 


Calcule la longitud де Ја cuerda focal que forma un angulo de medida 60° con el eje focal. 


Resolución: 
| | LR 
= 12 | | 1- e?Cos?a 
2 + 3Cos6 
| 12 
Е 6 — — > Semilado recto C= "E 
dm 3 | 1- (5) Cos?60? 
1+ 2 С050 | 
| co 12 
Excentricidad | 1 — z x 2 
i 12 
_ _3 | a 
LR = 12 y e= 2 16 
| 192 
| “C= CLAVE: D 
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18. Determine la ecuación polar de la elipse de ecuación = + гт = 1 Situando el polo en el foco de abscisa negativa. 


Resolucion: 


CLAVE: A 


> 
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19. Determine la ecuación polar que corresponde a la ecuación cartesiana x*—3y*+16y—16=0. 


Resolución: 


CLAVE: E 


> 
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20. La ecuación de una cónica es: 2r = 6 — rCos(0). Calcular la suma de distancias de un punto P cualquiera de ella a sus 
focos. 


Resolución: 


CLAVE: C 


TRIGONOMETRIA 


>, FIN DE LA SESIÓN 


PRACTICA Y APRENDERAS 


